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DE INTEGRAAL, DAT IS DE 
OPPERVLAKTE TOCH?
[ Nellie Verhoef ]
Inleiding
Wat gaat er om in de hoofden van leerlingen als ze 
bezig zijn met wiskunde? Waar denken zij direct 
aan, wat laten ze liggen, welke verbanden leggen ze 
spontaan?
Climmy Hoksbergen deed in haar opleiding een 
poging om daar meer zicht op te krijgen binnen 
haar vakdidactische opdracht. Haar aandacht 
richtte zich op transfer, het kunnen toepassen 
van bestaande kennis in nieuwe contexten of 
problemen. Specifiek zocht zij antwoord op de 
vraag: ‘Welke is in het geval van het begrip 
integraal de relatie tussen succesvolle transfer en 
de cognitieve structuur van een leerling?’
Een cognitieve structuur is een soort spinnenweb. 
Elk knooppunt (cognitieve eenheid) bevat een 
hiërarchische structuur waarin de hoofdzaken 
boven de details staan.
Climmy legde vijf vwo-5 leerlingen een opgave 
voor en ging afzonderlijk hierover met hen in 
gesprek. De leerlingen hadden de betreffende 
opgave niet eerder gezien en ook niet eerder zo’n 
gesprek gevoerd. Ze moesten  zelf een aantal lastige 
stappen zetten, waarbij creatief wiskundig denken 
een vereiste was. Dit artikel gaat - theoretisch 
onderbouwd - op deze vraag in aan de hand van 
twee exemplarische voorbeelden van Climmy’s 
gesprekken, haar eigen overwegingen en een 
ref lectie daarop.
De vraag naar de booglengte
Van de functie y = x2 wordt op het interval [0,1] de 
booglengte gevraagd; zie fi guur 1 (Climmy koos 
er zelf voor om dx en dy te gebruiken in plaats van 
Δx  enΔy ) .
Hierna volgen delen van de letterlijk door Climmy 
genoteerde impressies van de gesprekken met Karin 
en met Lotte.
Het gesprek van Climmy met Karin
Ik (C) vraag Karin (K) eerst een schatting te maken. 
Ze zegt direct dat het iets meer zal zijn dan 2. 
Vervolgens zeg ik dat we dit precies willen gaan 
berekenen. 'Dat moet dan vast met een integraal', 
zegt zij.
C: Wat is een integraal?
K: Daar bereken je een oppervlak mee.
C: Alleen oppervlakken?
K: Ehm… Oh nee, ook inhouden!
C: Wat is het dan?
K: (stilte) Nee, geen idee.
C: Kun je een oppervlakte schatten zonder een 
integraal te gebruiken?
K: Oh ja! Dat deed je met kleine stukjes!
Ik teken een aantal kleine rechthoekjes in de 
grafiek van y = x2. Karin toont duidelijk dat ze dit 
herkent. Ik vraag of ze de link kan maken naar een 
integraal. Ze denkt even na, tekent voorzichtig een 
stukje grafiek en maakt daar zelf een driehoekje 
van! Wat een stap!
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Ik vraag naar een naam. Zonder twijfel noemt ze dx 
en dy. Ze zegt uit zichzelf dat het stukje grafiek bij 
benadering recht is, en dat je nu dus de stelling van 
Pythagoras kunt gebruiken.
De volgende stap is te groot voor haar. Ik wijs haar 
nogmaals op het driehoekje met dx en dy erbij, en 
vraag of haar dat ergens aan doet denken. Vrijwel 
direct zegt ze: ‘De helling!’
C: Wat is de helling dan?
K: dy gedeeld door dx.
C: Hoe kun je dat gebruiken?
K: (stilte) Ehm… Nee, ik zie het niet.
C: Wat was je aan het doen?
K: We willen een integraal maken van al die kleine 
stukjes lijn, en die hebben een lengte van de wortel 
uit dx2 plus dy2. Maar moet je daar dan nog dx 
achter zetten eigenlijk? … Oh nee, natuurlijk niet. 
Ehm… (stilte) Oh! De dy is de helling maal dx! Dus 
dan kan dy uit die wortel!
C: Fantastisch! Maar wat is de helling dan?
K: Dat is, ehm… ja! 2x!
Ik vraag vervolgens om een algemene regel te 
geven voor het berekenen van de lengte van een 
grafiek. Ze gaat erg ver terug in de gezette stappen. 
Ze ziet niet in dat de term 4x2 gelijk is aan f’ (x)2.
K: Die dy verandert niet, en die dx natuurlijk ook 
niet. Alleen de helling hangt af van de grafiek. Dus 
die 2x daar wordt dan f’ (x).
Vervolgens zet ze alle stappen nog een keer, maar 
dan met f’ (x) in plaats van 2x. Zo komt ze er 
uiteindelijk ook. Wanneer ze de algemene formule 
gevonden heeft, gaat ze achterover zitten en zegt: 
‘Goh! Wat leuk zeg!’
Het gesprek van Climmy met Lotte
Ook Lotte (L) vraag ik of ze ideeën heeft om het 
probleem aan te pakken. Lotte begint gelijk met een 
integraal. Maar ze wil er een oppervlakte mee gaan 
berekenen.
L: Ja, ik weet echt niet hoor, maar misschien… Een 
integraal opstellen of zo, om de oppervlakte eronder 
te berekenen en dan ook van dit oppervlak (wijst 
het hele ‘vierkantje’ aan tussen x-as, y-as en punt 
(1,1)) en ja, dan heb je… eh…, daar heb je niets aan.
C: Nee.
L: Er is ook een paragraaf, en dan ga je die grafiek 
omwentelen… Misschien… Nee, daar heb je ook niks 
aan.
C: Wat is een integraal?
L: Die berekent een oppervlakte, tussen de grafiek 
en de x-as bijvoorbeeld.
C: Een integraal is altijd een oppervlakte?
L: Ja volgens mij wel.
C: En inhoud dan?
L: Oh ja.
Lotte gaat tekenen. Ze merkt al snel dat driehoekjes 
niet goed lukken. Ze maakt nu rechthoekjes, met 
een klein driehoekje bovenop elk rechthoekje. 
Het lukt haar niet om een beschrijving van de 
oppervlakte van een klein rechthoekje te geven. 
Uiteindelijk leg ik uit hoe een integraal ‘werkt’. Ik 
vraag haar om de volgende stap: het berekenen van 
een lengte.
L: Dit hoogste punt hier heeft dus x-waarde 1 en y-
waarde 1. En dan ehm… ja, als je datzelfde dus voor 
elk lijnstukje doet, dan kun je het totaal aantal y-
waardes, die tel je bij elkaar op, heb je dan niet de 
lengte?
C: Laten we het maar eens gaan proberen. Wat is 
dan bijvoorbeeld de y-waarde van dit punt? (ik 
teken een willekeurig punt op de grafi ek)
L: Gewoon x komma y?
C: Oké. (ik schrijf dat bij het punt) En nu?
L: Nou, ik neem een ander punt, en dan die x, die 
heeft steeds een andere waarde, ehm…
C: Zullen we ze x1 en x2 noemen?
L: Oh ja, en dan zijn dat y1 en y2. Nou, en als je dat 
heel vaak doet, met heel veel punten, dan tel je al 
die y-waarden bij elkaar op.
C: En wat bereken je dan?
L: Eh… ja, niet het goede. (lacht) Ik weet het niet!
C: Je zit wel op de goede weg!
Maar Lotte komt er niet uit. Ik wijs nogmaals op de 
kleine oppervlakjes die we gebruikten om een totale 
oppervlakte te berekenen en op de kleine stukjes 
inhoud die samen de totale inhoud maken. Het 
helpt niet…
Ik teken een klein driehoekje bij de twee punten op 
de grafiek. Ze ziet wel dat y2 - y1 bij het verticale 
stukje hoort.
Lotte blijft echter bij de notatie x2 – x1 en 
kan niet de stap maken naar dx, ook niet na 
meerdere verwijzingen naar de berekening van de 
oppervlakte. Ik teken uiteindelijk het driehoekje 
nogmaals, nu met dx en dy. Ze ziet nu wel in dat 
deze notatie handig is. Ik vraag of het haar ergens 
aan doet denken.
Ze komt hier ook niet verder mee. Ik vraag om dy 
uit te drukken in dx en het hellingsgetal. Het lukt 
haar niet. Als ik het voorzeg, voelt ze zich een 
beetje stom. Ik stel haar gerust. We schrijven nu 
het stukje grafiek met behulp van Pythagoras als 
functie van dx en het hellingsgetal. Ik vraag wat 
het hellingsgetal is.
L: De steilheid van dat stuk.
C: En hoe bereken je die?
L: (lacht) dy gedeeld door dx!
C: Maar hoe bereken je bijvoorbeeld het 
hellingsgetal in het punt x = ½?
L: Ehm… (stilte) Nee.
Het lukt niet. Ik vertel dat ze de afgeleide functie 
moet gebruiken. Ze zegt het te begrijpen, maar ik 
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heb het gevoel dat ze zich er niet zoveel bij voor 
kan stellen. Dit is duidelijk lastig.
Uiteindelijk ziet ze de totale lengte van de grafiek 
op het interval [0,1]:
L x x x= +∫ d d2 2 20
1
4
Hoe ze verder moet, ziet ze echt niet. Ze lijkt zich 
even af te vragen of het zo klaar is, maar ze merkt 
aan mij dat dat niet zo is. Wat moet er dan nog 
gebeuren? Eerst zegt ze:
d d d dx x x x x x2 2 24 2+ = +
Vervolgens wil ze de wortel als een macht schrijven. 
Ze ziet snel dat dat ook niets wordt. Maar wat 
dan? Ik vertel haar dat ik eerst het gedeelte onder 
de wortel wat anders wil gaan schrijven. Na een 
aantal foute pogingen, haalt ze dx2 correct buiten 
de haakjes. Maar dat je nu die term buiten de wortel 
mag halen, is weer lastig en lukt niet zonder hulp. 
Wanneer dx dan eindelijk buiten de wortel staat, 
zijn we klaar. Lotte knikt, maar kijkt een beetje 
alsof ik net een konijn uit een hoed heb getoverd.
Achteraf ref lecteert Climmy op de gesprekjes. 
Proces en concept staan daarbij centraal.
Climmy’s reflectie
Karin
Karin bedacht zelf om een klein stukje lijn te 
nemen (proces), én ze maakte bij dat kleine stukje 
lijn direct een driehoekje met de termen dx en 
dy erbij (concept). Het driehoekje met dx en dy 
erbij deed haar vervolgens aan de helling denken. 
Blijkbaar is er een sterke verbinding tussen dat 
plaatje en de term ‘helling’. Tevens associeerde 
Karin de term ‘helling’ met het concept ‘afgeleide 
functie’ en de formule ‘hellingsgetal = dy/dx’ (van 
proces naar concept).
Daarnaast was de procedure voor het bepalen van 
de afgeleide functie bij de formule y = x2 paraat 
(van concept naar proces).
Het omschrijven en het buiten de wortel halen van 
de term dx was lastig, er is geen verbinding met 
de afgeleide functie in de vorm dy = f’ (x)dx. Karin 
wist dat ze klaar was toen dx eenmaal buiten de 
wortel stond.
Conclusie: Karin beschikt over een krachtige 
cognitieve structuur.
Lotte
Lotte leek steeds hard op zoek te zijn naar een 
methode die bekend is (het proces staat centraal). 
Lotte wist niet hoe ze van de oppervlakte naar 
de lengte moest (geen verbinding), maar een 
oppervlakte berekenen kan ze wel (proces). Op 
de vraag naar de toepassing antwoordt Lotte: ‘Ja, 
kleine stukjes lengte zoeken. Maar dan moet ik wel 
die lengte weten!’ (Er is geen structuur aanwezig 
waarin de nieuwe informatie past.)
Ze weet niet hoe ze moet beginnen. Wanneer ze 
wordt geconfronteerd met een klein stukje lijn, 
kan ze niet de stap maken naar een geschikte 
naamgeving (geen juiste verbinding). Na het 
ophalen van de termen x1, x2, y1 en y2 komt het 
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driehoekje met de termen dx en dy erbij. Lotte 
denkt dan niet aan de helling of de afgeleide 
functie (geen structuur waarin de nieuwe 
informatie past). Zelfs wanneer dat wordt genoemd, 
weet ze niet wat ze er mee moet (ze kan de juiste 
verbindingen niet maken).
Lotte ziet geen oplossingsroute. Alleen bij een 
duidelijke directe vraag (‘Hoe bereken je het 
hellingsgetal?’) geeft ze een goed antwoord 
(proces).
De termen hellingsgetal en afgeleide functie zijn 
niet verbonden in de cognitieve structuur van 
Lotte, laat staan dat ze tot dezelfde gecomprimeerde 
eenheid behoren.
Conclusie: Lotte beschikt over een zwakke 
cognitieve structuur. Toch zegt ze achteraf dat ze het 
begrijpt! Ze begrijpt niet waaróm het zo moet, maar 
ze acceptéért dat ze het zo moet doen van de juf.
Tot zover Climmy’s ref lectie op de gesprekjes. 
Succesvolle transfer lijkt afhankelijk te zijn van de 
sterkte van de cognitieve structuur waarin proces 
en concept lijken samen te vallen.
De vorming van een cognitieve structuur
Piaget maakt in [2], als het gaat om abstraheren, 
onderscheid tussen empirische, pseudo-empirische, 
en refl ectieve abstractie. Bij empirische abstractie 
gaat het om waarnemingen, experimenten en 
gedachte-experimenten. De eigenschappen staan 
centraal. Pseudo-empirische abstractie richt 
zich op het manipuleren. Het accent ligt op de 
eigenschappen van bewerkingen van objecten. 
Bij refl ectieve abstractie gaat het om het idee 
hoe objecten en manipulaties van die objecten 
samen gethematiseerde concepten in gedachten 
worden (zoals de ‘lijn’ die de y-as snijdt, en in 
de lineaire vergelijking oplossen x = 0 invullen). 
De betekenis van eigenschappen en bewerkingen 
daarvan klonteren samen tot één cognitieve 
eenheid, comprimeren (zie [1]). Alle cognitieve 
eenheden en hun onderlinge verbindingen samen 
vormen een cognitieve structuur. Door problemen 
op te lossen en verbindingen te leggen wordt de 
cognitieve structuur verrijkt. Een onvolledige 
cognitieve structuur, met arme eenheden en weinig 
verbindingen, zal vaak leiden tot doodlopende 
oplosroutes, of contextafhankelijke foute 
antwoorden. Daarom blijft het streven gericht op de 
ontwikkeling van een sterke cognitieve structuur.
Reflectieve abstractie als motor voor cognitieve 
ontwikkeling
Ref lectie op uitgevoerde activiteiten (ref lectieve 
abstractie) is de sleutel tot de vorming van een 
sterke cognitieve structuur (zie [3]). Niet alleen het 
resultaat is van belang, maar vooral de vergelijking 
met activiteiten die tot dat resultaat leiden. 
Concreet gaat het dan om vragen als: ‘Hoe ben je 
aan dit resultaat gekomen? Had je dit ook op een 
andere manier kunnen bereiken?’, maar ook: ‘Heb 
je zoiets al eens eerder gedaan?’
In de weergegeven gesprekjes over de (sub)vraag 
naar de (boog)lengte biedt terugblikken op het 
antwoord en de aanpak allerlei mogelijkheden 
tot niveauverhoging. Om die kleine booglengte 
te kunnen bepalen dienen de termen y2 - y1 
(verticale toename) en x2 - x1 (horizontale toename) 
vervangen te worden door Δy  enΔx . Dit is de 
eerste activiteit die verbindingen oproept met 
andere cognitieve eenheden. Voor de ontwikkeling 
is het vervolgens noodzakelijk de gevonden 
uitdrukking te herleiden, door Δx  buiten het 
wortelteken te halen, tot een uitdrukking die 
het leggen van verbindingen met weer andere 
cognitieve eenheden activeert. Schematisch gaat 
het na het vinden van  	  	$ $X Y   om de in 
fi guur 2 opgenomen voortzettingen (hypothetical 
learning trajectory). In de kolommen, die van links 
naar rechts in elkaar overlopen, staan mogelijke 
stapsgewijze aanpakken (zie pijlen).
Elke aanpak leidt vroeg of laat tot resultaat. Er 
zijn uiteraard meer relaties dan hier weergegeven 
staan. Essentieel is dat antwoorden op (sub)vragen 
gecombineerd worden met bestaande kennis. 
Als docent ben je niet in staat deze relaties bij 
alle leerlingen afzonderlijk te onderkennen en te 
sturen. Het is echter wel mogelijk leerlingen te 
wijzen op het belang van het bewust bezig zijn met 
activiteiten, het uitvoeren daarvan, en de mogelijke 
verbindingen met andere resultaten en activiteiten. 
Met elkaar praten (en naar elkaar luisteren) is 
daarbij van het allergrootste belang. Taal speelt een 
grote rol bij het leren. Gestructureerde conversatie 
kan alle deelnemers helpen bij de ontwikkeling van 
begrippen (gedeelde betekenissen).
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